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Resumo

Neste trabalho, consideramos a eletrodinamica quadri-dimensional estendida com
operadores de dimensao-cinco de Myers-Pospelov que violam a invariancia de Lorentz e
estudamos a sua projecao de 4D para 2D do espaco-tempo. Ao projetar a teoria de 4D para
uma teoria em 2D, obtemos analogos do operadores de altas ordens derivativas. A saber,
obtemos uma nova teoria bi-dimensional correspondente a de Myers-Pospelov mediada por
operadores de dimensao-trés violando a invaridncia de Lorentz descrita por dois campos
escalares. Nosso foco é o de usar esta Lagrangeana como uma nova abordagem de se obter
defeitos topologicos analiticos. Os termos cinéticos de altas ordens associados as equagoes
de movimento sao nao-triviais quando integrados. Descrevemos trés cenarios possiveis
para as equacoes de movimento tais como os regimes tipo-tempo, tipo-espaco e tipo-luz
para o parametro que controla a violagao da invariancia de Lorentz. Iniciamos nossos
estudos com Ansatz de ondas viajantes tipo-kink para teoria livre, que conduz restri¢oes
para a relacao de dispersao em cada cenario. Estudamos também um procedimento
para se obter solucoes analiticas para teoria geral nos trés cenarios. Exemplificamos o
procedimento e discutimos o comportamento da solucoes tipo defeitos.

Palavras-Chave: Campos escalares. Defeitos topologicos. Violacao da invariancia

de Lorentz.
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Abstract

In this work, we consider the four-dimensional electrodynamics extended with
Myers-Pospelov Lorentz invariance violating dimension-five operators to study 4D to 2D
projection. In projecting out the 4D theory down to a 2D theory we get analogs of
these operators. Namely, we obtain a new two dimensional theory with corresponding
2D Myers-Pospelov Lorentz invariance violating dimension-three operators for two scalar
fields. Our focus is to use this Lagrangian as an approach to obtain analytical topological
defects. The higher-order kinetic terms associate to equations of motion are non-trivial to
be integrated. We describe three possible scenarios for the equations of motion, named by
time-like, space-like and light-like to Lorentz invariance violating parameter. We started
our studies with a kinklike travelling wave Ansatz for the free theory, which led us to
constraints for the dispersion relations of each scenario. We also study a procedure to
obtain analytical solutions for the general theory in the three mentioned scenarios. We
exemplified the procedure and discussed the behavior of the defect solutions.

Keywords: Scalar fields. Topological defects. Lorentz invariance violation.
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Capitulo 1

Introducao

Como bem conhecemos, a invariancia de Lorentz desempenha uma regra impor-
tante na fisica moderna. Atualmente, ela é um dos fundamentos da relatividade espe-
cial/geral e do modelo padrao que tem sido intensivamente testada no sistema solar e
em experimentos de colisoes de particulas. Se a invariancia de Lorentz for violada, os
pilares da fisica moderna enfraquecerao e uma nova fisica serd necesséria. Assim, é de
interesse testar a possibilidade da Violagdo da Invariancia de Lorentz (VIL) com vérios
experimentos terrestres e observagoes astrofisicas/cosmologicas |1, 2.

Uma visao mais realistica esta associada a perspectiva de uma nova fisica na escala
de energia de Planck (Mp ~ 10'%GeV) conduzir a cenarios descritos por teorias que
absorvem a VIL. Neste regime de energia, ambas as invariancias Lorentz e de Carga-
Paridade-Temporal (CPT) esperam-se ser quebradas. Um dos principais trabalhos que
descrevem esse cenério, é o artigo seminal de Myers-Pospelov [3], em que consideram
modificacoes ciibicas para as relacoes de dispersao relacionadas com operadores derivativos
e massivos de dimensao-cinco ao longo de um quadri-vetor constante n, interagindo com
campos escalares, férmions e foétons.

No sentido de explorar os efeitos dessa nova abordagem, Myers-Pospelov introdu-
zem, por exemplo, uma Lagrangeana eletromagnética efetiva através de um termo cinético
modificado , o artigo mencionado, conjectura que esta teoria de campos fornece uma es-
trutura capaz de determinar limites fenomenolégicos para a VIL diante de interagoes na
ordem da escala de Planck.

Nos ultimos anos, diversas investigacoes tedricas e fenomenologicas usam a teoria
efetiva acima como instrumento que prever sinais de VIL através da teoria quantica de

campos. Estudos teoricos resumem-se nos calculos de quantizagao [4], comportamento
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de analicidades de solugbes e estabilidades da energia [5, 6] e por fim, abordagens do
espago-tempo curvo [7]. Por outro lado, estudos fenomenologicos registram limites so-
bre a VIL pelo uso de recentes observacoes astrofisicas, como podemos observar, por
exemplo, as referéncias [8-13]. Contudo, foi levantado por Brito e colaboradores [14] que
também ¢é relevante focar para os efeitos de baixa dimensionalidade do espaco-tempo de
tais operadores que introduzem a VIL. Neste caso, os autores projetam de forma sucessiva
a eletrodinamica quantica de Myers-Pospelov em quatro dimensées (4D) numa teoria de
duas dimensoes (2D). Este procedimento de proje¢ao dimensional conduz a uma transigao
de operadores de altas ordens derivativas.Uma das perspectivas apontada pela referéncia
[14] é a de investigar a presenca de solugoes tipo defeitos topologicos no setor escalar do
modelo. Portanto, o principal objetivo desta dissertacao é de estudar um procedimento
analitico capaz de encontrar defeitos topolégicos que satisfacam as equagoes de movimento
associadas ao setor escalar da Lop.

Defeitos topologicos estao presentes em muitos ramos da Fisica, tais como na Fisica
da Matéria Condensada, modelos que descrevem dinamica biologica e cendrios que descre-
vem paredes de dominios, por exemplo. As solugoes de defeitos topologicos sao bastante
interessantes, principalmente pelo fato de que elas apresentam estabilidade linear diante
de pequenas perturbacoes e contetido de energia finita. Algumas classes de modelos em
2D foram investigados no sentido de encontrar solucoes tipo defeitos topoldgicos, foram
estudados por exemplo, por Bazeia e colaboradores [15] os quais apresentam modelos es-
taticos e analiticos cujas as formas dos potenciais e das solucoes dependem da intensidade
do termo de VIL. Em seguida, esta abordagem foi generalizada por de Souza Dutra e
colaboradores [16], inserindo a VIL através de um modelo de dois campos escalares em
2D que descrevem solucoes de ondas viajantes e defeitos estaticos.

Uma caracteristica relevante sobre a Lagrangeana de Myers-Pospelov em 2D apa-
rece quando comparada aos modelos anteriores (baixa ordem derivativa) é que por se
apresentar em altas ordens derivativas isto impoem muitas dificuldades para se encontrar
solucoes analiticas. Portanto nosso foco é o de estudar procedimentos que solucionam de
forma satisfatoria, as equacoes de movimento devido a operadores de altas ordens deri-

vativas'. Uma vez elaborado tais procedimentos, eles serdo aplicados de forma sucessiva

1S30 operadores que apresentam ntmeros de derivadas a mais do que os termos usuais da Teoria
Quantica de Campos, pois queremos simular teorias da Gravidade Quéantica com modelos de teoria de
Campos.
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aos defeitos tipo sdlitons e defeitos tipo ondas viajantes.

Este trabalho de dissertagao é descrito a seguir. No Cap.2, introduzimos o termo de
Myers-Pospelov como modificacao da eletrodinamica classica mediado por quadri-vetores
constantes. As equacoes de movimento e a relacao de dispersao sao obtidas. No Cap.3,
estudamos o efeito de reducao dimensional da eletrodinamica de Myers-Pospelov de 4D
para 2D. Usamos o processo de projecao dimensional de 4D para 2D, primeiro para o setor
de Maxwell e em seguida para o setor devido a modificacao de Myers-Pospelov. Obtemos
uma teoria de campos escalares com operadores de altas ordens derivativas em 2D. No
Cap.4, encontramos solugoes particulares para as equacao de movimento nos trés cenarios,
tipo-tempo, tipo-espaco e tipo-luz, onde analisamos sua caracteristicas de propagacao.
No Cap.5, encontramos solugoes gerais de defeitos para as equagoes de movimento, onde
utilizamos um método de resolucao de equacoes diferenciais que pode ser aplicado tanto
para defeitos tipo solitons quanto para defeitos tipo-ondas viajantes. Por ultimo, no cap.6,
apresentamos nossas conclusoes e perceptivas.

Ao longo deste trabalho adotaremos o sistema natural de unidades: ¢ = h = 1
e as métricas: (+,—,—,—) e (+, —), respectivamente para (3+1) e (141) dimensdes do

espaco-tempo.
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Capitulo 2

Extensao da eletrodinamica com
operadores de dimensao-cinco

Considere a densidade Lagrangeana de Maxwell com um operador de dimensao-
cinco ao longo de quadri-vetor constante proposto por Myers-Pospelov:

1 -
EMP = _Z MVFMV + gnuFuﬁ(n ’ a)naFa/Ba (2‘1)

onde, Fy,, = 0,A, — 0,A, & o tensor intensidade de campo eletromagnético e Fob =
(1/2)e*P**Fy, o seu tensor dual do campo de calibre (simetria U(1)). E ainda, g =
&/Mp, com £ sendo um parametro adimensional limitado pela escala de Planck, Mp. Em
quatro dimensoes do espago-tempo, a analise dimensional da Lagrangeana (2.1) é dada

em unidades de massa como

[Au} = M, [(%} = M, [nu] = Mov {FHV} = M>. (2.2)

Entao, temos que o primeiro e o segundo termos de (2.1) correspondem aos operadores
de dimensao-quatro e de dimensao-cinco, respectivamente. Note também que o termo
adicional em (2.1) que insere a VIL é construido baseado nos seguintes critérios: i) qua-
drético nos campos; i) nimero de derivadas a mais do que a do termo cinético usual;
i4i) invariante diante a transformagao de calibre: A, — A/ = A, + J,A; iv) ndo reduti-
vel para operadores de baixa dimensao pela equac¢do de movimento; v) ndo redutivel para
uma derivada total. As condigdes i) e v) garantem que operadores desse tipo conduzam a
modificacoes ctbicas na relagao de dispersao. Neste capitulo, estudamos os efeitos da VIL

sobre as equacgoes de movimento e nos modos de propagacao das ondas eletromagnéticas.

13



2.1 As equacoes de Maxwell modificadas

Considerando a Lagrangeana dada por (2.1) de modo que ela seja escrita na pre-
senca de uma fonte externa j*, as equacoes de movimento devem ser obtidas quando

associadas as seguintes equacoes de Fuler-Lagrange modificadas:

oL oL oL
= — _ . 2.
oA, 5,0 56,0, 40 (23)

Assim, devemos obter

O 7 — % [(nP0,)nge™ oy — nnP9,mse’ 0, Foa] +

—g(npap)%gaﬁ‘”’”ﬂg = 5 (2.4)

E, considerando que n®n”d,nze?*9, F,, = 0, temos que (2.4) deve se reduzir a forma:

0, F7% 4 g(n0,)’nge® " F,\ = j°. (2.5)
Notando que os campos elétricos e magnéticos sao descritos através de Fy; = —F; e
F;; = —¢&;jxB", ao mesmo tempo que n, = (ng, 1) e j* = (,0,;'), isso nos possibilita a

reescrever a equagao (2.5), primeiro para o caso em que a = 0:
V- E+2g(n-0)%#- B)=p, (2.6)

e, depois para o = i:

—

—%—f+v X B+2g(n-0)*(ngB — (i x E)) = 7. (2.7)

De fato, as equacoes de Maxwell com fontes sao modificadas devido aos efeitos da VIL.
Por outro lado, o grupo das equagoes de Maxwell livre de fontes nao sao afetadas pela
VIL. Em particular, quando o quadri-vetor constante é tipo-tempo, n, = (no, 6), temos
que apenas a lei de Ampeére-Maxwell regida pela equagao (2.7) é modificada com um
campo magnético, constituinte nos efeitos da VIL. E quando o quadri-vetor constante é
tipo-espaco, n, = (0,7) temos que ambas as leis de Gauss e Ampére-Maxwell, regidas

pela equacgoes (2.6) e (2.7) sdo afetadas, tal que os campos elétrico e magnético aparecem

I'Explorando a identidade de Bianchi, O Fyx+ 0y F)\o +0rF5, = 0, trocando os indices A = ye vy = A
no dltimo termo da esquerda para direita e utilizando a propriedade anti-simétrica do tensor de intensidade
de campo eletromagnético, os dois Gltimos termos se cancelam, ficando apenas com J,F, 5 = 0.
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como ingredientes da VIL de forma diferentes. Esse quadro pode ser melhor observado

nas tabelas a seguir:

Tabela 1- A equagao (2.6) para os cenarios tipo-tempo e tipo-espago

-,

tipo-tempo (n,, = (n,0)) tipo-espaco (n, = (0,1))
V-E=p V-E+29(i-0)27-B)=p

No caso de (2.7), havera modificagoes nos trés cenérios prévios, o que mais uma vez é

interpretado como quebra de covariancia da teoria (ver tabela 2).

Tabela 2- A equagao (2.7) para os cenarios tipo-tempo e tipo-espago

—,

tipo-tempo (n,, = (no,0)) tipo-espago (n, = (0,1))

—

VxB—2%129n3(RB)=J  VxB-2% _2(ii-02AxE)=J

2.2 Modos de propagacao das ondas eletromagnéticas

Os modos de propagacao das ondas eletromagnéticas sao naturalmente descritos
pela a relacao de dispersao associada. Neste sentido, a relacao de dispersao, pode ser

obtida a partir de (2.5) na auséncia de fontes. No calibre de Lorentz (0 - A = 0), temos

(On** + 2g(n - 9)*nge™?95) Ay =0, (2.8)
a qual associada a solugao de ondas planas: Ay = A(k)e~*2 obtemos
O Ay(k) = 0, (2.9)

com O = (—77&)‘]62 —2ig(n- k)2n58a66)‘]€5). Por definicao, a relacao de dispersao é uma
quantidade determinada pelo determinante do operador associado a equacao (2.9). Isto
pode ser obtido, primeiro multiplicando a equagao (2.9) pelo operador auxiliar: Opy =

(—Nack?® = 2i g(n - k)*nteqmok”) tal que
((K*)* —4g*(n-k)* (n- k)* — k*n®) ), Ax(k) = 0. (2.10)
Concluimos que a relacao de dispersao covariante é dada por,

(k*)? —4g*(n-k)* ((n- k)* — k*n®) = 0. (2.11)

15



Por simplicidade, consideramos (2.11) apenas para os efeitos da VIL atribuidos aos regimes

isotropicos: n,, = (no, 6), sentidos pelas ondas eletromagnéticas. Isto implica em
(k)2 — 4g*kL k> nS = 0. (2.12)

Note que a equagao (2.12) pode ser resolvida através de solucoes por frequéncias

k, = (w, k) cujo o resultado é dado na forma:
K|
\/ 1+ 2g\|k|n3

com duas polarizagbes A = +1. A solugdo, (2.13), deve recuperar corretamente a forma

wy (k) =

(2.13)

usual no limite em que g — 0. Note também que os modos de propagacao da onda

eletromagnética associados a (2.13) sdo descritos pela seguinte velocidade de grupo:

N N 1+ gA|k|
v,(k) = — = NTeYE (2.14)
Okl (14 2gA|k|nd)
Por outro lado, a velocidade de fase que é dado por
1

Bl /1 + 29|k |nd

Para analisarmos a relacao entre a velocidade de fase e a velocidade de grupo dos fétons

usamos a formula de Rayleigh Z—Z =1- % (%), ou seja,
vf— vy gAEn%
Vg (1 + 2g\knd)3/2’
~  ghknd, (2.16)

onde expandimos o denominador e desprezamos os termos de segunda ordem em g. Ana-
lisando a equacao anterior para A = +1, temos o caso subluminal, em que vy > v, uma
dispersao média normal, e para A = —1 temos o caso superluminal, isto implica que a
vy > Vs que ocasiona uma anomalia na dispersao pela influéncia de efeitos anisotropicos.
Portanto, podemos concluir que o modelo verdadeiramente isotrépico deve ser atribuido

apenas para o caso subluminal(\ = +1).
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Capitulo 3

Campos escalares de Myers-Pospelov
em (1+1) dimensoes

Neste capitulo, estudamos primeiramente a geracao de uma teoria bi-dimensional
fruto de uma reducao dimensional da eletrodindmica de Myers-Pospelov (2.1), associada
a um processo de projecao dimensional de 4D para 2D do espaco-tempo. Neste ponto,
focamos em um modelo de baixa dimensionalidade parametrizado por operadores de al-
tas ordens derivativas. Usaremos como base a referéncia [14], para mais sobre reducao
dimensional via projecdo dimensional ver [17, 18| onde os autores realizaram a projegao

do modelo Chern-Simons com VIL de 4D para 3D.

3.1 Projecao dimensional 4D-2D

Nesta secao, estudamos o processo de projecao dimensional da teoria de calibre de
Myers-Pospelov em 4D para uma teoria em 2D. Primeiramente, a contribuicao de Maxwell

assume a forma:

1 1 ’ :
— B = = (FyFY + 2F0, F* 4 2F3, F* + F F) . (3.1)

Na nossa nomenclatura, renomeamos ¢,7 = 0,3 e a,b = 1,2 de tal maneira que a propri-
edade anti-simétrica do tensor eletromagnético é preservada: F,p = —Fp, e F,3 = —F3,.
Entao, o processo de reducao dimensional se realiza de forma simples. Inicialmente, des-
membramos o quadri-vetor potencial A = (A% A A%, A3) para depois congelar duas das
trés coordenadas espaciais, isto quer dizer que d; = 0y = 0 quando estao atuando em

qualquer componente do quadri-pontencial (portanto Fy, = 0). Neste caso, temos que a
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equagao (3.1) reduz para,

1 1 g
-3 L = -1 (FijF7 + 200A.0°A® 4 205 4,0°A%) | (3.2)
pela métrica adotada: (+,—,—,—), constatamos que A* = —A,. Agora reescrevendo

A; = ¢ e Ay =, finalizamos essa primeira parte com

1 1 | . 1 :
_ZFMVF#V = _ZEjFU + 58@8% + 580(81)( (33)

Note portanto que o termo acima comporta a parte de Maxwell e dois campos escalares
sem massa numa teoria bi-dimensional.
Vamos agora direcionar as discussoes para a contribui¢ao de Myers-Pospelov. Di-

ante das mesmas condicoes descritas acima, temos

g(n-90)*A,n,e"9,A, = g(n;0" + n,0*)*(A,nie97"0; Ay + Aynge™v0,4,).  (3.4)

Ou ainda,
g(n- a)sznus"p"”@pAa = g(n;0" + n,0")? (5”mx8j¢ + 5“ipgna(8iAp)Aa), (3.5)
com Y2 = Y. Observe que o termo €“n;xd;¢ em (3.5) ¢ o mais significativo por

se apresentar apenas em termos dos campos escalares e de suas derivadas. O segundo
termo mistura campos vetoriais e campos escalares, porém por simplicidade devemos

desconsidera-lo. Neste sentido, consideramos que n, = 0, tal que
g(n-9)2A,n,e""0,A, = gnie (n;0")*x0;90, (3.6)

observamos pela equacao acima, devido ao processo que reduziu a dimensao do modelo,
que o operador nao é de ordem cinco, mas claramente foi reduzido para terceira ordem.
Além disso, nota-se que a equacao para este caso é totalmente composta por campos
escalares e suas derivadas.

Finalmente, concluimos que a projecao da densidade lagrangeana de Maxwell adi-
cionada do termo de Myers-Pospelov de 4D para 2D ¢é dada por :

1 o1 , 1 , . ,
EQD = _ZEjFZJ + 58192581@5 + 58,)((92)( + gnﬁ” (njaj)2xc9j¢. (37)

Esta teoria resultante é construida por campos bi-dimensionais vivendo num espago-tempo

quadri-dimensional. O novo termo refere-se como modelo de Myers-Pospelov escalar em
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2D.

3.2 Modelo de Myers-Pospelov escalar em (1+41)dimen-
soes

De acordo com o termo previamente projetado de uma teoria em 4D para uma outra
teoria em 2D, nesta secao introduzimos uma nova teoria de campos com dois campos reais

com uma dindmica em altas ordens derivativas devido a VIL. Desta forma, temos
1 12 1 H uv 2
Lop = 5 PO + 58;0(8 X + ge"n,(n - 0)"x0,0, (3.8)

onde p =v = 0,1 en, = (ng,n1). As equagdes de movimento associada a lagrangeana

(3.8), devido aos campos escalares ¢ e x sdo dadas respectivamente,

06 + ge"'n,(n - 8)%9,x = 0,

Ox — ge"'n,(n-9)*0,6 = 0, (3.9)

onde usamos 1 = 9,0" que é o operador D’Alambertiano. Note que as equacoes acima
dependem da escolha do tensor de fundo n,, portanto elas podem mudar se n, for pura-
mente tipo-tempo, tipo-espaco ou tipo-luz.

Neste ponto, pretendemos obter a relacao de dispersao que descrevera as propa-
gacoes dos campos ¢ e x devido as equacoes de movimento descrita acima. Considere
primeiro, as solugoes de ondas planas: ¢(x) = é(p)e‘ip'm e x(x) = X(p)e P para aplicar

em (3.9) independentemente. Assim, encontramos

) o RV 5
p iger nuin PPy o(p) _ 0 ' (3.10)

ige"n,(n - p)*p, p X(p) 0

Através do determinante da matriz associada a equagao (3.10), reproduziremos a seguinte

relacao de dispersao covariante:
p* = Age"nyu(n - p)’p, =0, (3.11)

onde A = +£1 que define o carater birrefringente para o sistema. Quando comparamos
a relagao de dispersao (3.11), com a relagao de dispersao devido a termos de Myers-

Pospelov original (2.11), notamos que sua estrutura nao deve mudar, pelo menos, para o
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caso isotropico (n, =

(n0>0))‘
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Capitulo 4

Defeitos topologicos: Solucoes
particulares

Quando realizamos a reducao dimensional do modelo, havia a perspectiva apontada
por Brito e colaboradores [14]| de investigar a presenca de solugoes de defeitos topologicos
no setor escalar, com isso, iremos introduzir um procedimento analitico com o intuito de
obtermos solucoes que caracterizem defeitos topologicos [19, 20, 21], de modo a satisfazer

as equagoes de movimento (3.9), que nessa ocasiao é controlada por um potencial:

O¢ + gen,(n - 8)2&,X + Vs =0,

Ox — ge"n,(n-0)*0,6 + V, = 0, (4.1)

onde V,, = 9V (¢, x)/0¢ e V), = OV (¢, x)/Ix. Como podemos observar em (4.1), o modelo
de Myers-Pospelov compactado para duas dimensoes, carrega as altas ordens derivativas
que impoem varias dificuldades para se obter solucoes analiticas. A seguir iremos usar um
Ansatz! tipo-kink? para explorar uma versao particular das equagoes de movimento. Os
conjuntos de equacoes associadas a cada configuracao do quadri-vetor, n,, se é tipo-tempo,
tipo-espago e tipo-luz sao dadas a seguir:

e Caso tipo-tempo n, = (1,0):

b—¢"+9X+V, = 0, (4.2a)

v—x"—gd + vV, = 0. (4.2b)

! Ansatz é uma palavra de origem alema que é entendida como um chute.
Zsolugoes tipo-kink sdo solucdes topologicas por terem limites assintoticos diferentes, onde conectam
os diferentes minimos do potencial.
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e Caso tipo-espago n, = (0, = —1):

é_ (b” + g)’(” + qu — ()’ (4.3&)
X¥—x"—gd"+V, = 0. (4.3h)

e Caso tipo-luz n, = (1,ny = —1):
d—¢"+g(X+3¢+3"+x")+ Vs = 0, (4.4a)
X—Xﬂ—g<$+3$+ﬁﬁqu>+Vk::0. (4.4D)

Iremos trabalhar com um caso especial, em que o potencial depende apenas do campo ¢,
ou seja, V = V(¢). Deste modo, as equagoes anteriores relativas a dindmica do campo x

podem ser reescritas como

X—xX"—gd =0, tipo-tempo (4.5)
X=X = 90" =0, tipo-espago (4.6)
X- _ XH —y <¢ + 3&5/ + 3§Z'5” + ¢///> = 0. tipo—luz (4.7)

Utilizando um Ansatz tipo-kink para o campo ¢, temos
o(z,t) = tanh(kz + wt), (4.8)
tal solucao estabelece os seguintes vinculos:

p=w(l—¢"), ¢ =k(1-9¢",

é = —2w*(1 — ¢*)o, "= 2k (1 - ¢Y)e, ¢ = —2wk(l - ¢)o,

¥ = 6Pk (1— &)~ P, F = 6k’ — &) — ko),

6 =6 (1— %) =270, ¢ =6k (1 — ¢*) — 2K°¢, (4.9)
as quais deverao ser satisfeitas por (4.8). Agora vamos considerar uma fungao x descrita

por
¢2

x=f@) =7

(4.10)

como uma conexao entre ambos os campos ¢ e x que pode ser aplicada em conjunto com

(4.9) e analisar cada uma das diferentes configuragoes de quebra. Primeiro vamos tomar
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as derivadas referentes a (4.10) (de acordo com a equagdo (4.8)) de modo a obter
X/ = ¢k(1 - ¢2)7 X = ¢w(1 - ¢2)7 (411)
X' =K (1= ¢%) =3K*¢°(1 - ¢%), ¥ =w’(1-¢%) —3w'¢*(1 ¢,
X' = —8wk?o(1 — %) + 12wk*¢* (1 — ¢%), X' = —8w’¢¢’ + 12kw’$*(1 — ¢7),
X/// — —8/{73¢(1 - ¢2) 4 12k3¢3(1 - ¢2)’ X — —8w3¢(1 o ¢2) 4 12w3¢3(1 . ¢2)
Agora com os dois conjuntos de equagoes dados pelas equagoes (4.9) e (4.11), iremos

estudar as equagoes de movimento para cada cenario do quadri-vetor: n,, com intuito de

encontrar certas solugoes particulares.

4.1 Regime tipo-tempo
Fazendo uso das equagoes (4.9) e (4.11), em (4.2a), obtemos :

—2w*(1 = ¢%)¢ — ¢" + g(~8w ¢’ + 12kw¢*(1 — ¢%)) + V= 0,
—¢" = 8gw?¢d’ = 0, (4.12)

que foi reescrita como uma equacao de Burgers®, para isto ser verdade teremos que a

derivada do potencial em relacao a ¢ devera ser:
Vi = 20w (1 — ¢%)dp — 12gkw®¢*(1 — ¢?), (4.13)
portanto, substituindo o Ansatz (4.8) na equagao (4.12), temos:
2k*(1 — ¢*)¢ — 8gw’d(1 — ¢°) = 0
k* — 49w’k =0

k(k—4gw®) =0

k= 4gw°, (4.14)

3As equagoes de Burgers, elaborada por Johannes Martinus Burgers(1895-1981), sdo consideradas
como uma forma simplificada das equagdes de Navier-Stokes, da forma, u; + Auu, — pug,, onde A
controla a nao linearidade e p é a viscosidade padrao, esta equagdo foi introduzida inicialmente para
descrever turbuléncias de um fluido em uma tnica dimensdo espacial [27],[28].
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que ¢ a relacao de dispersao, onde precisamos determinar o valor de w, para isso vamos

substituir as derivadas dos campos em (4.5), assim;
w = £(2v2¢g)7}, (4.15)

por conseguinte, com os valores de k e w obtidos , se faz possivel determinar a forma do

potencial integrando a equagao (4.13), ou seja;

V(g) = f—gzu oS (4.16)

4.2 Regime tipo-espaco

Procedendo analogamente ao regime tipo-tempo, substituimos (4.8) em (4.3a),
para obtermos;

—¢" — 8gwkpg' =0, (4.17)

a equagao anterior ficard analoga a uma equagao de Burgers, se a derivada do potencial
em relacao a ¢ for,

Vi = 2w (1 — ¢%)d — 12gwk*¢*(1 — ¢*), (4.18)

entao de (4.17), pode-se obter o valor de w com o auxilio de (4.9),
w=(49)7", (4.19)

e consequentemente a partir da equagdo (4.6), substituindo as derivadas é possivel obter
o valor de k,

k= +(2v2¢)7Y, (4.20)

com os valores de w e k para o tipo-espaco definidos, pode-se determinar o potencial

integrando (4.18), assim
¢2

- @(1 — )2 (4.21)

V(9)
4.3 Regime tipo-luz

Substituindo o Ansatz para as equacoes no cenario tipo-luz, obteremos algumas
estabilidades nas solucoes, para evitarmos essas estabilidades modificaremos a equacao

de movimento (4.4), para chegarmos em uma solugao aceitével. Primeiro substituindo o
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Ansatz na equacao para o campo ¢, ird se reduzir a
—¢" — 8g(k* + 3wk + 3w?)pg’ = 0, (4.22)

a equagao anterior ficard analoga a uma equagao de Burgers, se a derivada do potencial

em relacao a ¢ for

Ve = 2031 —¢?)¢ — 12gk°¢%(1 — ¢%) — 36gwk’¢’ (1 — ¢?)
—36gw’k¢®(1 — %) — 129w3¢>(1 — ¢?) + 8w (1 — ¢?). (4.23)

Voltando para a equacdo (4.22), substituindo as derivadas ¢ = —2k%¢(1 — ¢?) , ¢/ =

k(1 — ¢?), ficamos com,
E*(1 — 4gk) + 12ag(w? + wk)k =0 (4.24)

onde o é um parametro que serd obtido, manipulando a equagdo (4.7), para o campo x

livre de potencial, substituindo as derivadas em (4.7) evidenciamos
w® — k* + g (2w® + 6w’k + 6wk® + 2k%) = 0, (4.25)

cujas solucoes sao,

—1 — 4gk & /1 + 16gk

com o resultado anterior, substituimos w, com k = _iggﬁ ° na equagao (4.24), obtemos
(1+8)(8*+5)

BT RS 427

entdo para f =2, a = —1/4 e k = 3/16¢, logo w = 1/16g, e substituindo o valor de o na

equagao (4.24) ficamos com,
2k* — g(8k* + 6w® + 6wk)k = 0 (4.28)
onde essa equacao inicialmente tinha a forma,

2k% — g(8k? + 24w? + 24wk)k = 0, (4.29)
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logo temos que somar e subtrair 18gw? + 18gwk dentro dos parénteses para chegar em

4.28), onde a parte positiva é colocada dentro de V, que ficara
¢

Vy =20(¢* — 1) [6gk>¢” + 9gk*w(¢* — 1) + w?(9gk(¢* — 1) — 1) + 29w’ (3¢ — 2)] .
(4.30)
Consequentemente, analisando a equagao (4.28), com o auxilio de (4.8), determinamos a

relagao de dispersao,

_1-3gw /1 —39¢%w? — 6gw
— 5 :

além disso, (4.7) apresenta as seguintes restrigoes, w; = —(4¢g)~! para k1 = (4¢9)71,

e (4.31)

e wy = (16g)~" para ky = 3(16g)~', para que o potencial seja realmente nulo, assim
substituindo os valores de w; e k; em (4.30) o resultado V,, = 0, por outro lado, os
parametros ws e ko resultam em,

OV 3¢5 —4¢® + ¢

6_¢ — T‘gz, (4.32)

cuja integracao nos leva a

(1— )2 (4.33)

4.4 Analises Graficas

Uma interessante caracteristica a respeito desta abordagem é que as equagoes
(4.12), (4.17) e (4.22) podem ser vistas como equagoes de Burgers [27],[28] para ondas
com baixas velocidades.

Algumas solugoes que satisfazem as equagoes de Burgers, podem apresentar a
propriedade de serem quirais, o que significa que estas ondas se propagam com o sinal
bem definido para suas velocidades [29]. Para analisarmos se as equagoes apresentam uma
propagacao quiral, plotamos os graficos da funcao ¢(z,t) = tanh(kx + wt) com os valores
de k e w obtidos em cada cenario, onde foi observado que apenas as solucoes tipo-espago
e tipo-luz apresentam um comportamento quiral, como pode ser visualizado na Figura

(4.1).
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Figura 4.1: O campo ¢ para os cendrios tipo-tempo, tipo-espago e tipo-luz, com g = 0.1.
A evolucao temporal (t = 0,5 a esquerda e t = 1 a direita) das solu¢des, mostram o

comportamento quiral para as solugoes tipo-espaco e tipo-luz.
O grafico foi plotado t = 0.5 a esquerda para cada cenario, e ap6s uma evolugao

temporal em t = 1 a direita para cada cenario, a curva tracejada em azul mostra o

comportamento da funcao ¢ para k e w, para o tipo-tempo, k. e w para o tipo-espaco
e k1 e wy para o tipo-luz. Além disso a curva em vermelho mostra o comportamento da

funcao ¢ para k e w_ para o tipo-tempo, k_ e w para o tipo-espaco e ky e wy para o
tipo-luz. E importante notar que as relacoes de dispersdo encontradas mostram que w e

k dependem do parametro de intensidade de violacao da invariancia de Lorentz g que é

uma demostracao clara que os campos ¢ e Y sao sensiveis a violacao da invariancia de

Lorentz.
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Capitulo 5

Defeitos topologicos: Solucoes gerais
analiticas

No capitulo anterior elaboramos solucoes particulares para as equacoes de movi-
mento (3.9), porém é relevante procurarmos por conjuntos gerais de campos que possam
satisfazer as equacoes de movimento de um modo mais natural, para o modelo estatico e

para o modelo dependente do tempo (ondas viajantes), como veremos a seguir,

5.1 Modelo estatico

Para uma anélise de defeitos estaticos em uma dimensao, onde os campos se ca-

racterizam por ¢ = ¢(z) e x = x(z), as equacoes (4.2) e (4.3) assumem a forma,
—¢" + V= 0; X"+ V, =0, (5.1)

estas sao equacgoes de movimento de dois campos escalares padrao, e que apresentam
solugdes linearmente estaveis [31], no entanto as equagoes para o tipo-luz Eq.(4.4) que sdo

reescritas como,

_¢// +9X”/ + VCZ) -0

_X// B g¢"' + VX =0, (5.2)
preservando os termos de alta ordem derivativa, o que acarretara vérias dificuldades no
ambito de obtermos uma solucao para a equagao de movimento. O sistema de equagoes

diferenciais anterior pode ser integrado uma vez, tal procedimento de integragao, consiste

em multiplicar a primeira equacao por ¢’ e a segunda por X’ e entao somando-as, obtemos
_¢//¢/ _ X//X/ _|_ gX///(b/ _ g¢///X/ _|_ V¢¢/ + VXX/ — 0, (53)
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que por sua vez, pode ser reescrita como

dv(¢7 X) d ¢/2 d X/2 d "/ /!
— = — [ == — (=) —9g— — . 5.4
dx der \ 2 +dx 2 gda:(X¢ ¥'x) (54)
Ao integrarmos diretamente a equacao anterior em ralacao a varidvel x, obtemos direta-
mente
¢/2 X/2 /N /1.
V(¢,X)=7+7—9(X¢—¢ X)- (5.5)

Como inspiracao para estabelecermos um Ansatz adequado para o formalismo prévio, é
interessante nos espelharmos no modelo de VIL estudado por Barreto e colaboradores em

[23], onde os autores resolveram as seguintes equagoes de movimento,

"+ gx =V, X"+ g¢' =V, (5.6)

repetindo o procedimento de primeira integracao, o potencial resultante é,

¢ X*
Vieox) = 5 + 5 (5.7)

Em sua investigacao, Barreto et al. consideraram que as equagoes de movimento (5.6) po-
deriam ser resolvidas a partir de solugoes que satisfazem as seguintes equacoes diferenciais

de primeira ordem,

¢ =Wy(d,x) +s1x; X =Wy, x) + $20, (5.8)

onde s; e sy sd0 constantes reais e Wy e W, sao derivadas de um superpotencial'. Assim,
substituindo (5.8) nas equagoes (5.6) e (5.7), verifica-se que as equagbes de primeira
ordem para os campos ¢ e y satisfazem a equacao de movimento se g = sy — s1. Contudo,
podemos nos perguntar, qual a razao especifica por traz do formalismo de primeira ordem
proposto por Barreto 7 Para conseguirmos uma reposta para essa abordagem usamos as

formas genéricas,
¢'=Fl(o,x) X' =G(x) (5.9)

entao aplicando estas equacoes em (5.6) e (5.7), estabelecemos uma restrigdo mais funda-
mental,

g+ F,—Gy=0. (5.10)

!Superpotenciais sao funcdes continuas que estiao associadas a descricio de setores bosonicos reais em
teorias supersimétricas [32, 33|
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Deste modo, podemos observar que ao substituirmos as formas propostas por Barreto et
al. em (5.10), derivamos o vinculo g = s, — s1. Consequentemente, a maior restri¢ao para
o formalismo de primeira ordem relacionado com o modelo de VIL introduzido em [23], é
aquela descrita por (5.10). Por analogia aplicando o Ansatz (5.9) em (5.2) e (5.5), resulta,

na restricao
Gy + F\(39Gy — 1) + g [G2 — G\ Fy 4 Fj + G(Gyy + Fyy) + F(Gyy + Fyy)] = 0. (5.11)

Podemos perceber que a diferenca entre as equagoes (5.10) e (5.11) é uma consequéncia
direta dos termos g¢”’ e gx"” presentes na equagao de movimento do modelo. Uma maneira
de encontrar solugdes que satisfagam o vinculo (5.11), consiste em definir que as fun¢oes

F e G possuem as seguintes dependéncias

F=Ws(o,x)+Z(d)[¢— f(X)]; G=Wy(o,x)+Z(x) [~ fX)];
Z(9) = Z(x) (5.12)

onde o superpotencial W estar relacionado com uma teoria analitica padrao de dois cam-
pos, e Z é uma funcado arbitraria, cuja forma explicita é determinada a partir de (5.11)
substituindo (5.12) e suas derivadas. Além disso ¢ usado o mapeamento ou método de
deformagao [34] , ¢ = f(x), para escrever Z(¢) como Z(x).Observamos que tal mape-
amento é andlogo a uma orbita especifica entre os dois campos escalares. Entao para
uma dada conexao entre ¢ e x os termos multiplicando Z em (5.12) irdo se cancelar. Ao
determinarmos a forma da funcao Z, podemos verificar que as solucoes das equacoes de

primeira ordem de fato irdo satisfazer as equagoes de movimento (5.2).

5.1.1 Exemplo ¢* + \*

Vamos ilustrar a metodologia da tltima se¢ao com um exemplo envolvendo um

modelo ¢* acoplado a um modelo x*, que é derivado a partir do superpotencial,

3 %
wion) =k (0-5) +k(x-3). (5.13
e os defeitos analiticos associados com tal modelo sao,

¢(z) = tanh(kz); x(z) = tanh(kx), (5.14)
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que revelam solugoes topologicas tipo-kink. Consequentemente, a funcao de deformagao

que conecta esses campos ¢ simplesmente |,

o= fx)=x (5.15)

A equagao (5.13) revela que as formas de F' e G serao respectivamente

F=k(1-¢")+Z()(0—x); G=k(1-x)+Z(X)(¢—X), (5.16)

para determinarmos a forma da funcao arbitraria Z, substituimos as funcoes anteriores e

suas derivadas em (5.11), resultando no vinculo
Z(x) = 2gk*(1 = 2x*), (5.17)

cuja obtencdo foi possivel gracas ao fato de Z(¢) = Z(x), Zs(¢) = Zy(x) e ¢ = x. Entao a
abordagem de primeira ordem para esse modelo de VIL é baseada nas seguintes equagoes

de primeira ordem,

¢ =k(1—¢*)+29k*(1-20")(0—x); X =k(1—x*)+29k*(1—2x*)(¢—x), (5.18)

cujas solugoes analiticas correspondentes sao aquelas apresentadas em (5.14). Usamos
estas equagoOes diferenciais de primeira ordem e suas derivadas segundas em (5.5) para
construir o potencial efetivo de dois campos escalares V (¢, x), cuja forma explicita é,

2

Vo= {600 - 2206 - )6 - )

—169°k° (¢ — x)*(5 + 3(4x* — 3)¢” — 2x¢ — 9x?) (5.19)

HGP K (¢ — x)2(4x" + TP+ 40" + (T = 12x%)¢” + 2x0 — 6)

FAgk( — )(2x" = 2% + 20" — (G +2)6% + 1) + x* = 2% + ¢ — 267+ 2},
Com o potencial efetivo tomamos as suas derivadas em relacao a ¢ e x, e usamos para
provar que as solucoes analiticas de (5.14) satisfazem as equagoes de movimento (5.2).

Para determinar a energia total dos defeitos é feita uma integragao da densidade

Hamiltoniana sobre todo espaco, que para tal modelo é derivado a partir da componente
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T do tensor energia-momentum?, cuja forma para esta dinamica especifica é,

- oL oL oL
=1 =3 ot ~amaar) "+ (e o} =5 0

=1

com ¢; = ¢ e ¢ = x. Logo para defeitos estaticos, a equacao prévia se modifica para,

12

12
H=19=2 4 X+ V(6.x), (521)

substituindo as derivadas das funcoes (5.18), e o potencial efetivo (5.19), na equacao
acima, obtemos

H = 2k*sech*(kz) [gk tanh(kz) 4 1], (5.22)

que integrando sobre todo o espaco, resulta na energia total,

+0o0
E= 2k2/ sech®(kx) [gk tanh(kz) + 1] dz = 2!{: (5.23)

(o)
assim, ¢ obtido uma energia total positiva e finita.
Analisando os pontos extremos do potencial (5.19), encontramos um méximo local
em V(0,0) = k? e dois minimos em V(41,+1) = 0, que fazendo o teste da derivada

segunda® podemos garantir que os minimos ¢, = x, = %1 serao verdadeiros, se

D = VyoViy — Vi3, = 16(k* + 8¢°k°) > 0, (5.24)

Vs = 4k*(1 + 2gk(—1 + 3gk)) > 0, (5.25)

essa iltima equacao revela que,

4k*(1 + 2gk(—1+ 3gk)) > 0
1+ 2gk(—1+3gk) >0
2gk(—1+ 3gk) > —1

2gk(1 — 3gk) < 1, (5.26)

o que corresponde a uma restricao entre k£ e o parametro de violacao de Lorentz g.

Além disso, se for tomado g = 0, o potencial V' em (5.19), reduz para o potencial

20 tensor energia-momentum no formalismo de altas ordens derivativas esta expresso no Apéndice C.

30 teste da derivada segunda para funcoes de duas variaveis é feita pelo uso da matriz hessiana sendo
maior que zero, D = VgV, — V¢2X > 0 e a derivada segunda do potencial em relagao a ¢ sendo também
maior que zero, Vzs > 0 podemos garantir que os minimos sdo minimos locais.
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padrao dado por,
2

Vo(d,x) = %(X4 — 2"+ ¢' = 29" +2), (5.27)

que tem quatro pontos de sela em (£1,0) e (0, £1), implicando em V,(£1,0) = V,(0, £1) =
k?/2. Agora aplicando ¢ = +1 e x = 0 em (5.19), temos

k}2
V(£1,0) = 5} + 2gk* + 10g°k* — 32¢°k° + 329*k° = V,(£1,0) + ck?, (5.28)

com

c = +2gk + 10g°k* — 32¢°K® + 329 k*, (5.29)

onde ¢ é uma pequena correcao para o potencial original causado pelo parametro de VIL.
Agora supondo que g = (ak)™!, onde a é uma constante adimensional real, a equagao

anterior é reescrita como,

5 (5.30)

202
(ai2)2(();z +16) <1 +c> .
Para termos certeza que g propicia pequenas pertubacoes sobre o potencial padrao, é
considerado uma correcdo ¢ = 107! na equacdo acima, implicando em o ~ 424,61,
analogamente para uma correcao ¢ = 1072, temos o ~ 4204, 96. Em tais casos, se k = %1,
determinamos que g ~ 0,04 e g ~ 0,005 para ¢ = 107! e ¢ = 1072 respectivamente. Os
efeitos dessas perturbacoes causadas pelo parametro de VIL podem ser visualizados nas
Figuras 5.1 e 5.2 nas quais, é possivel perceber que pequenos valores de ¢ resultam em

pequenas correcoes sobre o potencial padrao.

Figura 5.1: O potencial a esquerda para g = (ak)™!, a = 204,96, e k = 1. A direita o
grafico do contorno de V, onde a linha vermelha representa a 6rbita analitica do presente
modelo conectando o minimo (-1,-1) com (1,1).
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Figura 5.2: O potencial a esquerda para g = (ak)™, a = 24,61, ¢ k = 1. A direita o
grafico do contorno de V, onde a linha vermelha representa a 6rbita analitica do presente
modelo conectando o minimo (-1,-1) com (1,1).

E ainda o fato que k = (ag)~! significa que os defeitos sao sensiveis ao parametro
de VIL, como pode ser visualizado na Figura (5.3), onde a intensidade de transi¢ao entre

dois vacuos depende de g.

Figura 5.3: Os campos ¢ e x do modelo ¢* — x*, onde os kinks foram gerados com
k= (ag)™!, a = 204,96, g = 0,005 (curva solida vermelha), e g = 0,001 (curva azul
tracejada). Concluimos que pequenos valores de g resultam em transicoes mais intensas
entre 0s vacuos.
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5.2 Defeitos tipo ondas viajantes

Nesta secao aplicamos um Ansatz dependente do tempo nas equacoes de movi-
mento, que no estudo de defeitos topologicos é conhecido como ondas viajantes, sendo
este, um kink dinamico que se propaga como um pacote de onda, com velocidade cons-
tante e sem mudar sua forma. Vamos analisar a possibilidade de solugoes tipo ondas
viajantes para os cenarios tipo-tempo, tipo-espaco e tipo-luz, em tal abordagem foi usado
o Ansatz,

o = ¢(kx + wt); X = x(kz + wt), (5.31)

e suas derivadas podem ser escritas como,

. w .
o= Ecb'; ¢ = ﬁﬁbﬁ;
2
. w . w
X = Ex’; X = ﬁx“ (5.32)

Assim as Equagoes (4.2), (4.3) e (4.4), serao simplificadas e reescritas apenas em termos

de derivadas em relacdo & variavel espacial® z, como vemos abaixo

_a¢ll + biX/” + Vd) — O7

—ax" = bi¢" +V, =0, (5.33)

com ¢ = 1 para tipo-tempo, ¢ = 2 para tipo-espaco e ¢ = 3 para tipo-luz, além disso, os

valores explicitos das constantes a e b; sao,

2 w? w w3

As equagoes de movimento (5.33) podem ser integradas uma vez, de forma direta. Tal
procedimento consiste em multiplicar a equagao a esquerda de (5.33) por ¢ e a equagao a

direita por Y, deste modo, a adigao de ambas resulta em

dV (¢, d 2 & d, ., "nor
—Si ) _ ar (% - XT) — b (X" = ¢'X), (5.35)

cuja integracao resulta no potencial efetivo,

¢/2 X/Q
Vo0 =a (G 45 ) - b - o), (530

4Adotamos este procedimento a fim de simplificar o processo de resolucdo. A informacdo sobre a
dependéncia temporal das equagoes estao inseridas nas constantes a e b; com ¢ = 1,2, 3.
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Portanto considerando as equagoes diferenciais de primeira ordem estabelecidas em (5.9) e

repetindo a metodologia apresentada na dltima secao, encontramos a equagao de restricao,
aGy+ F (3bGy—a)+b [Gr — G Fy 4 F; + G(Gyy + Fyy) + F(Gyy + Fys)] = 0, (5.37)

mais uma vez, as funcoes F' e G obedecem as mesmas prescricoes adotadas na equa-
¢ao(5.12), onde elas sdo escritas em termos da derivada do superpotencial em relagio a
¢ e x respectivamente e acrescida de uma fun¢ao arbitraria Z(¢ ouy) que tem sua forma
explicita determinada a partir da equacao de restrigao (5.37). Aqui mais uma vez apli-
camos a metodologia de resolucao, agora para modelos dependentes do tempo, como se

segue.

5.2.1 Exemplo: modelo BNRT

Para exemplificar a aplicabilidade desta metodologia em defeitos tipo onda via-
jante, vamos considerar o chamado modelo BNRT, introduzido originalmente por Bazeia

e colaboradores [35], cujo superpotencial é

¢3
Wion) =k (-5 ) - ko (559
Tal modelo possui como um de seus pares de solucoes analiticas as relacoes® ,
1 462k‘x+wt
o(z,t) = x(x,t) = ——— (5.39)

_4€2kzx+wt + 1; o 4e2krtwt 4 1’

essas solucoes revelam que a funcao de deformacao responsavel por conectar estes campos
é ¢ = f(x) = x—1, assim, o superpotencial juntamente com a func¢do deformacao permite

escrever ' e G, como
F=k(1-0") =k’ +Z(¢)(¢p—x+1); G==2Kox+Z(x)(¢—x+1). (540)
Entao por substituicao de F' e G, e suas derivadas em (5.37), tém-se,

2
Z(x) = —abkj(l — 4y + 6x?), (5.41)

A versao estética dessas fungoes foram introduzidas em [36]
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onde, para o processo de simplifica¢do desta tltima equacdo, consideramos Z(¢) = Z(x),

Zy(¢) = Z,(x), além do mais, a funcdo deformagdo ¢ = x — 1 implica que,
2
Z(¢) = —abk2(3 + 8¢ + 66%). (5.42)

Desde modo, as equacoes diferenciais de primeira ordem para este modelo de onda viajante

sao,

o = KL= ) — b = 203+ 86 + 66%) (6 — x+ 1)

2
X = =2kéx = SR (1 = dx + 6x7) (6 — x + 1), (5.43)

que sao satisfeitas por (5.39). Tomando uma derivada a mais em relacao a x das equagoes
diferenciais acima e substituindo-as em (5.36), encontramos o potencial efetivo
V(g x) = Qk—;{f [26K(3 + 86 + 66%) + a(¢? + x* — 1)]” + 4a® [agx + bk(1 + ¢ — X)
(1 — 4x + 6x2)]” — 40k [480°k (3 + 8 + 66) (1 + ¢ — x)* (1 — 4x + 6x2)
+a?bk(14 ¢ — x)* (— (¢ — 1)* +2(¢ — 1)(6¢° — T)x + (13 + 4¢ — 30¢%)x”
—8(1+3¢)x* —6x") —a’x (0" — 1)* = 2(1 + " )x* + x*) + 4ab’k*(1 4+ ¢ — x)°
(=5 420+ 307 + 8(1 + 6)(2 — 36 + 96)x + (=53 + 66(2 + 99))x* + 18x*] |.

(5.44)

Com esta tltima equagao pode-se calcular V,, e V) para escrever as equagoes de movimento
(5.33) explicitamente, e também verificar que elas sdo satisfeitas por (5.39).

Para determinarmos a energia do sistema, mais uma vez recorremos a componente
T% do tensor energia-momentum e pelo fato dos defeitos nao se alterarem no decorrer
do deslocamento, temos que H; = —L;, onde a densidade lagrangeana para as ondas

viajantes abordadas é,

&=—§¢%wﬂ+de—vwx) (5.45)

Assim substituindo as equagoes diferenciais (5.43) e considerando V' visto em (5.44) en-
contramos a respectiva densidade de hamiltoniana

- 128e™k%(a — bik + 4e* (a + bik))
o (1 + 4e%)5 ’

£ =kr + wt. (5.46)
A partir de (5.46), constatamos que d§ = kdx, e que a energia total dos defeitos tipo
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ondas viajantes é obtida a partir de

teo Hy o 2ak

E = / dé—* = —. (5.47)
oo k 3

Aqui mais uma vez, é tragado uma dependéncia entre o parametro de violagdo de Lorentz
g e k(ou w), analisando os pontos extremos do potencial efetivo e comparando com a forma

padrao do potencial BNRT. Primeiramente, calculando V4 e o determinante da matriz

Hessiana para os pontos (-1,0) e (0,1), podemos ver que eles serdo minimos verdadeiros

de V, se
2bik (1 - 3b"k) <a, (5.48)

a

levando a primeira restricao envolvendo b e a. Para obtermos o potencial padrao do
modelo BNRT, fazemos g = 0 em (5.44), dali,
2

V() = a (2 = 17 4+ 6"+ (63>~ 2)6?) (5.49)

que apresenta quatro minimos em (£1,0) e (0, £1), bem como um méximo local em (0, 0),

V,(0,0) = ak?/2. E fazendo a substitui¢ao de ¢ = x = 0 no potencial (5.44), temos

k? 4402K*  80b3K3  576bik* 1
V(0,0) = ) (a — 12b;k + al + a; - a; ) = (5 - c) ak?, (5.50)

co1m

120k 44b%k*  80b3K®  576b1K*

5.51
a 2a2 2a3 2a4 ( )

C

onde ¢ é uma pequena correcao para o potencial original causado pelo parametro de VIL.

Entao, definindo que b; = a(ak)™!, a equagio anterior é reescrita como ,

ala((a—12)a+44) +80] — 576 1
S 52
5ot 5 (5.52)

entdo, para um valor de ¢ = 107!, encontramos a ~ 55,96 e para ¢ = 1072, o ~ 596, 30,
portanto com esses resultados e aplicando a definigiao b; = a(ak)™! em (5.34) resulta nas
seguintes relacoes de dispersao,

w w
I ( 1+ /1+ a2 2) k= b 5.53

1 —2agw + /1 — 8agw

2ag

k31 = —w; kise =

portanto quando tomamos o limite em que g — 0, temos ky; = kio = Fw como é

requerido pela teoria invariante de Lorentz padrao. No caso tipo-luz nao podemos obter
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a relacao de dispersao naturalmente, assim expandimos a relacao de dispersao ki3, em

torno de pequenos valores de g, ou seja,

kigo = w+ 4aw?q; k_go = ozig — 3w — 4aw’y, (5.54)
até termos da ordem de g. A ultima expressao mostra que k_szy é fortemente dependente
de pequenos valores de g, se comportando analogamente a relacao de dispersao do tipo-
luz no caso da solugdo particular vista em (4.31). Concluimos que, ao contrario de ks;
e ki32, k_32 nao pode reproduzir a relacao de dispersao para a densidade lagrangeana
de dois campos padrao de uma maneira natural, mesmo que leve a uma densidade de
energia integravel. O comportamento nao analitico de k_so no parametro perturbativo
é consistente com a relacao de dispersao obtida por Reyes em [5, 37| para esse modelo
eletromagnético de Myers-Pospelov. Como apontado em [5, 37| uma forte dependéncia
quando g — 0, pode ser interpretado como graus de liberdade extra para a teoria tipo -
luz, caracterizando assim como uma genuina teoria de altas ordens derivativas.

Vamos analisar agora o efeito do parametro perturbativo g, nesse caso especifico a

Figura(5.4) exemplifica defeitos tipo-ondas viajantes para o cenario tipo-tempo, pode-se

-16 -12 -8 -4

Figura 5.4: O grafico do campo ¢, para o tipo-tempo do modelo BNRT. Os kinks foram
gerados com k1, « = 55,96, g = 0,03 (cura solida vermelha), g = 0,005 (curva tracejada
azul), w = 1, em t = 0 a esquerda e t = 10 a direita. Concluimos que pequenos valores
de g resultam num rapido deslocamento dos defeitos.

perceber que os defeitos se movem rapidamente para pequenos valores de g. Podemos
visualizar tais caracteristicas nas Figuras(5.5 €5.6), onde a primeira ilustra o potencial V
com uma correcao de ¢ = 1072 devido ao parametro de VIL, bem como o seu contorno,
onde os minimos (—1,0) e (0, 1) sdo conectados via solugdes analiticas (5.39). Ja a Figura
(5.6) revela o comportamento do potencial V com uma corregiao ¢ = 107! e seu respectivo

contorno, onde a linha vermelha conecta as orbitas analiticas. Analisando os graficos
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Figura 5.5: O potencial a esquerda para o tipo-tempo, com b = a(ak, )™}, a = 596, 30,
ki1 =2, w=1,e g=0,003. A direita temos o contorno do potencial V', onde a linha
vermelha representa a orbita analitica do modelo conectando o minimo (-1,0) com (0,1).

0.5
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Figura 5.6: O potencial a esquerda para o tipo-tempo, com b = a(aky;)™, a = 55,96,
ki =2, w=1 e g =0,03. A direita temos o contorno do potencial V', onde a linha
vermelha representa a orbita analitica do modelo conectando o minimo (-1,0) com (0,1).

concluimos que pequenos valores de ¢ resultam em pequenas deformagoes no potencial de

uma teoria invariante de Lorentz.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectiva

Neste trabalho de dissertacao, foram estudadas as propriedades associadas a La-
grangeana de Myers-Pospelov em 2D descrita por dois campos escalares reais: ¢ e x.
Primeiro verificamos que este tipo de modelo pode ser obtido por um determinado pro-
cesso de reducao de dimensional com base na projecao da Lagrangeana de 4D para 2D. O
ponto chave do procedimento de projecao dimensional é de que ele modifica a ordem do
operador derivativo que insere a VIL, antes de dimensao-cinco em 4D para dimensao-trés
agora em 2D.

Obtemos as equagoes de movimento para os trés regimes distintos de ocorréncia
da VIL, isto ¢, quando restringe-se o quadri-vetor constante, n,, ao caso tipo-tempo, caso
tipo-espaco e caso tipo-luz. Nossa primeira andlise focou nas equacoes de movimento
associadas a esses diferentes regimes pelas quais mostramos que elas sao satisfeitas por
um conjunto especifico de campos analiticos que por sua vez, sao solugoes da equacao
de Burgers em baixas velocidades. Estudamos também o procedimento de obtencao das
solugdes analiticas para o caso estatico (dependéncia espacial) e também para o caso de
ondas viajantes (dependéncia temporal) relacionados a tal Lagrangeana. No sentido de
se ter um melhor entendimento das aplicabilidades dos procedimentos, os exemplificamos
através de campos tipo defeitos estaticos e dependentes do tempo.

Como aplicacao do procedimento, consideramos um superpotencial estatico des-
crito por ¢* - x*, e também pelo uso do modelo BNRT, que sido exemplos classicos de
solugoes de modelos de dois campos acoplados. A metodologia resulta na geracao de
potenciais que possuem diversos termos de acoplamentos envolvendo ambos os campos
escalares. Como descritos nas Figs.( 5.1, 5.2, 5.5 e 5.6), o parametro que controlam a VIL

é responsavel pelos efeitos de deformagoes exibidos pelos potenciais. A dependéncia entre
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k (vetor de onda) e g no capitulo 5 define em quais diregées os modelos analiticos obti-
dos devem ser consistentes com pequenas deformagoes sobre os potenciais usuais. Além
disso, o parametro g também muda a intensidade da transicao entre dois vacuos, como é
observado na Fig.(5.3) ou a velocidade das propagagoes dos solitons, veja também a Fig.
(5.4).

A perspectiva natural desse trabalho é a de analisar outras alternativas de inserir
os termos que controlam a VIL nas solugoes solitonicas via uma abordagem perturbativa.
Acreditamos que este tipo metodologia podera determinar novas regras para descrever
solucoes analiticas para modelos com termos cinéticos generalizados em que pode ser
aplicada em outros cendarios que envolvam ou nao efeitos da VIL. Uma outro possibili-
dade de extender o presente trabalho é a de considerar outros cenéarios da literatura que
descrevem modelos em altas ordens derivativas na auséncia ou na presenca de quebra
explicita da invariancia de Lorentz. Para o caso da auséncia da VIL, podemos examinar
o contendo fisico em 2D da teoria de campos eletromagnética de Podolsky [39, 40], origi-
nalmente descrita em 4D. E para o caso da presenca da VIL, podemos estudar o contetido

fisico de modelos eletromagnéticos descrito por operadores de dimensao-seis [41].

42



Apéndice A

Obtencao da equacao de movimento

Fazendo a minimizagao da acao obtemos a seguinte equagao,

oL oL oL

= 80-— - apao-a(aanAa>

31 = 5 (A1)

que aplicando a densidade lagrangeana da pela Eq.(2.1) na presenga de uma fonte externa,

temos para a derivada em relacao a A,

oL o DAV A, .

0 e _W0A
DA, 8Aa< InA") Sy iy i A

agora, analisando os termos de derivada primeira,

0(0,A,) 0(0,A,)

oL 0 1
4

SF, P 4 gnﬂFuynaag(nﬁgﬁWFﬂ))

onde o primeiro termo que é a parte usual da densidade lagrangiana, se torna;

oL 1 9
20,4, _ZWFWF“”, onde F" = g™g"F,,
1 0 3}
- _Zmﬂwg“’\g “Fyo

1 0 0

_ s v0 o e
199 KawaAa)F ) ot L (awaAa)F ”)]
1

= —59"9" [(0767 = 0707) Fao + Fow (3505 — 9703)]

_ oo
= _—F ,
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e o segundo termo;

oL - 0 g I 0 BryA
(0, A) _m@&ggnam%mﬁ F)
g 9 v
= 5 (o) 0=
= gn“ (6702 — 670%) n®Dp(nse™ ™ Fy)

= g (n”n(’@gngsﬁa”Fw\ — naneﬁgnlggﬁm’\FM) s

por tltimo iremos analisar o termo de derivada segunda do quadri-vetor A,;

oL

9% I o g 0(0pF)
(0,0, Aa) ! e B A
— g Iz 0 BryA 8(898714)\) _ 3(89@\147)
" fhm il 0(0,0,A0)  0(0,0,A4)

g 1% g SO g SO
= §n“Fm,n9n6€fB " [(656565) — (056565

— % [n“FWnpnﬁgﬁ”m — n"FWn”nﬁsﬁ”o“’}
- g [n“FWnpnggﬁ”m + n“FWnpngsﬁl"’a]

= g [2n“n’”n5€ﬁ”me] ,
agora podemos substituir as derivadas na equagao (A.1),

—QUFM + g@a (n"neagngaﬁm)‘Fﬂ — nangagngaﬁﬂ)‘F%) +
—gﬁp&, (Zn“npnggﬁ”mFW) = —4nj°, (A.2)
onde o ultimo termo do lado esquerdo da igualdade pode ser reescrito manipulando o

tensor eletromagnético, abrindo em dois termos, e vendo que uma parte se anula e a

outra permanece da forma ;

_gapao (2nnPnge™F,,) = g(”pap)%ﬁgﬂavam
entdo a Eq.(A.2) se torna,
—0,F7* + g [< pap)znﬁgﬁaw\F% - nanpapnﬁgﬁmkaopw\] +
+2 (10, g™ Fyp = —dm° (A4.3)
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Apéndice B

O tensor energia-momentum no
formalismo de altas derivadas

Vamos inicialmente analisar a lagrangeana do campo escalar ¢ e suas primeiras m

derivadas em um espaco-tempo n-dimensional.
L=L(¢,00,..0"p), (B.1)

onde a acao é dada por,
S = /d”xll, (B.2)
pelo principio de Hamilton para a minimizacao da acao, onde ela deve ser estacionéria

[38], escrevemos

08 = /d”wéﬁ =0, (B.3)
aplicando a variacao na lagrangeana, temos
oL oL oL
0L =—00+ 00,9 + - - 0(Oay ** * Oy, @), B.4
96" " 90,00 Bt ) o B
fazendo uma integracao por partes na variacao das derivadas do campo ¢ e substituindo
em Eq.B.3,
oL oL oL
o5 = [ a5 -tz O e =0 (B9

vemos que o termo entre colchetes deve ser igual a zero, que ¢é a equagao de Euler-Lagrange,

oL oL oL oL
O 9= 90— (DO —0  (B6
8925 a<aa¢) * ﬁa(aaaﬁ¢) ( )a(aaq o 'aam(b) ( )
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Similarmente a este procedimento, podemos generalizar o teorema de Noether,

oL oL

oL oL
o= aa{ (8<aa<z>> N aﬁa@aam)

—a,
0.0 aeaa T

oL
m—---)(S@B@U—I—-“}(BV)

)86+ (5 5056
+(

Em particular, podemos construir o tensor energia-momentum 7" considerando a trans-

lacao infinitesimal :
dat =ety 0L =0,Le"; dp = 0,0c"; 0040 = 0,050", (B.8)

que substituindo na equacao acima, temos

oL oL oL oL

W = 0 (ga.g Sama % G amay T
or )
+(m — )8,@380@5 + - } (Bg)

simplificando e deixando compativel com a densidade lagrangiana usada no nosso trabalho,

temos

oL oL
o Gy ~ % Tm39)

oL o
9 + (m)aﬁaw} — 9L = 0,

T =0  (B.10)

em que usamos, O*L = n**0,L e o tensor energia-momentum é dado por,

oL oL

oL
500~ 50,059

9" + (W)aﬁaw — gL, (B.11)

T = (
Entao para a lagrangeana do nosso modelo em 2D,

1 1
Lup = 50,00"6 + 500" + gs(n - D6~ V(o),  (B.12)
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vamos calcular as derivadas parciais separadamente,

oL o rl )
0(0a0)  9(0a0) [§3u¢3“¢+gnue“ <n-a>2><a,,¢}
0(9.9) 9(0"¢)

9(0u)

.07+ 0
a(a ¢) Nz 2 (o'
8(8;25)] + gn,e(n - 0)“xo;

1
2
_ 1 5O 1 M
= glEmore+ oo
1
— 5[52‘6“(;5 + 0" po,] + gnyet (n - 9)*x 6%

9(9,9)
9(9a0)

} + gn,et(n - 9)*x

1
= 076+ %] + gn,e(n - )P
= 0% + gn,e"(n - 9)*x. (B.13)

Agora, para = 0, tendo em mente que a densidade lagrangeana nao apresenta

oL
0(0adB¢)

derivadas segunda no campo ¢. E para as derivadas relativas ao campo Y,

oL 0 1
9(0ax)  9(0ax) (

53@(8“)() = 0% (B.14)

e a derivada segunda em relagao a Yy,

oL 9
Y~ = T N A p
a(aaaﬁX) 8(80405X) [gnltg I/¢n n a)\apxi|
D00, x)
= ), pminP AP
I O Bad)
= gnﬁ“”&gﬁn%ﬂéggﬁ
= gnued,¢nn” (B.15)

Apos realizarmos as derivadas dos campos , vamos substitui-las no 7%,

T = (8“¢ + gnue"*(n - 0)*x)0” + (0°x — gne 9,¢n°n’d5) 0" x +

(gnué“”&,qbnanﬁﬁgﬁox) —n*L, (B.16)
onde para obtermos a densidade de energia fazemos 7%, da forma

T = (§)* + gnue"(n- 0)’x0 + (X)* — gnue’0,én°n" 95X + (gnue"” d,n"n’95%)
QZBQ ¢/2 XQ X/2 . . .
S = T - X g[R0 X+ 200+ K+ XS+ 28] ~ V(6,0 ],

2 2 2 2
(B.17)
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como estamos considerando defeitos estaticos, as derivadas temporais dos campos serao

nulas, entao, ficamos com a seguinte expressao,

2 2
0 gb’ X/

™ = o Ty T gxX"¢' +V(é, x) (B.18)

que substituindo as derivadas das funcoes ¢ e x e o potencial efetivo, podemos integrar a

expressao sobre todo o espaco e obtermos a energia do sistema.
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